ELEMENTARNA MATEMATIKA 2

RjeSenja prvog kolokvija - 25. travnja 2025.

Zadatak 1. Odredite sve trokute koji su sli¢ni svojim nozisnim trokutima.
Napomena. Nozisni trokut danog trokuta je trokut ¢iji su vrhovi nozista visina tog trokuta.

Rjesenje. Neka je ABC trokut, neka su D, F/, F' redom nozi$ta visina iz A, B, C, te neka je H
ortocentar trokuta.

Pretpostavimo prvo da je trokut Siljastokutan. Cilj je izrac¢unati kutove trokuta DEF u
ovisnosti o kutevima «, 5,y pocetnog trokuta.

Vidimo da je ZBAD = 90° — 3. Nadalje, ¢etverokut AFHFE je tetivan jer je ZAFH =
/AFEH = 90°. Zbog obodnih kuteva nad tetivom F'H u kruznici opisanoj ¢etverokutu AFHFE,
slijedi ZFEH = 90° — .

Potpuno analogno bismo dokazali ZHED = 90° — 3, pa je ZDEF = 180° — 2. Analogno
slijedi ZEDF = 180° — 2, ZDFFE = 180° — 2. Dakle, ABC i DEF su sli¢ni ako i samo ako
su «, 8,7~ u nekom poretku jednaki 180° — 2a;, 180° — 23, 180° — 2.

Ako je a = 180° — 2, B = 180° — 23, v = 180° — 27, onda je a = 3 = v = 60°.

Ako je a = 180° — 203, onda slijedi o + 28 = a +  + 7, odnosno = ~. Ako je onda
B = 180° — 2, slijedi a = 8 = vy = 60°. Sli¢no bismo provjerili sve ostale sluc¢ajeve. U svakom
od slucajeva dobivamo o = 8 = v = 60°, pa su jedini Siljastokutni trokuti koji zadovoljavaju
uvjet zadatka upravo jednakostranicni.



Medutim, racun kuteva koji smo proveli nazalost je validan samo za Siljastokutne trokute,
pa trebamo zasebno razmotriti tupokutne (za pravokutne trokute nozisni trokut ne postoji nego
se dobije dvokut).

Pretpostavimo da je tupi kut u vrhu B. Tada koristec¢i analogne argumente (Talesov poucak)
dobivamo da su ¢etverokuti BDHF, CEDH, AEFH tetivni.

Kut ZDF B jednak je kutu ZDH B koji je v. Analogno je /BFFE = v, paje ZDFE = 2.
Na isti nac¢in mozemo izracunati ZEDF = 2a. Preostali kut je onda jednak 25 — 180°.

Sada treba vidjeti kada je a, 3, u nekom poretku jednako 2«, 27,25 — 180°.

Slucaj o = 2« nije mogucé.

Ako je oo = 27, onda je v = 23 — 180° i § = 2a = 4v. Dobivamo v = 1 - 180°, v = 2 - 1807,
B=2-180°.

Ako je a = 28 — 180°, onda je v = 2« i dobivamo analogno rjeSenje, samo s permutiranim
a, B,7.

Zaklju¢ujemo da su trokuti koji su rjesenja zadatka svi jednakostrani¢ni i svi u kojima je
omjer kuteva 1:2: 4.

O



Zadatak 2. Neka su AABC i AADFE jednakokrac¢ni pravokutni trokuti s pravim kutom pri
vrhu A koji dijele samo jedan zajednicki vrh A.

a) Dokazite da su dijagonale Cetverokuta BC'DE medusobno okomite i sukladne (jednake
duljine).

b) Dokazite da su polovista stranica ¢etverokuta BC'DE vrhovi kvadrata.
Rjesenje.
a) Uocimo da su trokuti AABD i AACE sukladni. Naime, iz uvjeta zadatka imamo da je
|AE| = |AD| i |AB| = |AC.

Imamo da je ZEAC = 90° + LDAC = ZDAB. Stoga su navedeni trokuti sukladni po
SKS poucku. Odatle imamo da je

IBD| = |CE].

E

Dodatno, izometrija koja Salje AABD u AACE je rotacija za 90° u smjeru suprotno
kazaljke na satu, stoga su pripadne duzine BD i C'E okomite.



b) Neka su K, L, M i N redom polovista stranica BC,CD, DE i EB. Tada je K L srednjica
trokuta ABCD a MN srednjica u trokutu ABED, posebno vrijedi da je

1
KL || BD || MN i |KL|= §|BD| = |MN| (1)
Analogno zaklju¢ujemo da vrijedi

1
LM || CE || NK i |LM|=3|CE| = |NK]| 2)

B

Koristeci a) dio zadatka imamo da je BD L CE i da je |BD| = |CE|, $to zajedno sa (1) i
(2) povlaéi da je KLM N kvadrat.
0



Zadatak 3. Neka je D sjecite simetrale kuta < BAC sa stranicom BC trokuta AABC. Neka
su AAKD i AADL jednakostrani¢ni trokuti. Pravac DK sijece pravce AB i AC redom u P i
Q, a pravac DL sijece pravce AB i AC redom u R i S. Dokazite da su tocke P, @, Ri S na
istoj kruznici.

Rjesenje. Kako je AD simetrala kuta ZBAC imamo da je
/PAD = /BAD = /DAC = ZDAS.

S druge strane imamo da su AAKD i AADL jednakostrani¢ni, stoga je

/ZPDA =60°=ZADS.

Konacno, koriste¢i prethodne dvije jednakosti, imamo da je
LAPD =180° — ZPDA — /DAP =180° — LADS — /SAD = /DSA.

Posebno
ZRPQ =180° — LAPD = 180° — ZDSA = ZRSQ.

Po obratu teorema o obodnom kutu imamo da su ZRPQ i ZRS(Q) dva jednaka obodna kuta
nad tetivom R(@) u tetivhom ¢etverokutu s vrhovima P, @), R1i S. O



Zadatak 4. Neka je ABC'D paralelogram. Tocke E i F' odabrane su na praveu BC' tako da
E bude poloviste duzine BC', a B poloviste duzine C'F. Neka je K sjeciSte pravaca AE i DF.
Kona¢no neka je L sjeciste pravaca AB i1 CK. Odredite omjer |AL| : |AB|.

Rjesenje. Oznacimo u := A—B), 7= AD. Primijetimo da @, ¥ ¢ine bazu za V2, izrazit ¢emo
ostale vektore u toj bazi. Tocka K se nalazi na pravcima AF i DF, pa postoje A, u € R takvi
daﬁ)(:)\A—E)iﬁ(zuﬁ. UoéimodajeA—E):@—kB—E):ﬁ—i—%U,telﬁ:ﬁ—ﬁz
AB + BF — AD = i — 24. Nadaljeﬁ(zzﬁ—kﬁl—()zﬁ—kuﬁ. Dakle

A=p

=1-2pu. @)

2

F

U (3) smo koristili da su 1, ¥ linearno nezavisni pa u dva razli¢ita zapisa od AK , koefici-
jenti uz njih moraju biti jednaki. Time dobijemo linearni sustav sa dvije nepoznanice i dvije
jednadzbe. RjeSenja tog sustava su A = pu = % Onda nam AK = \d + %17 zapravo daje

—_—

AR - 25+ ¢ ()

1
5
ﬂeii nﬂB i(C’ pa postoje x,y € R takvi da ﬁi)xA—B) —2ii KL = yﬁ Rac¢unamo
AL = AK + KL = AK + yKC = AK + y(AC — AK). Uvrstavanjem (4) i AC = @ + 7,

dobijemo

(@4

s — 2+ 3 1+4
AL = AR + y(AC — AR) = +5ym e

5 ()
= 2.
Slijedi 222 = z § 2 = 0, iz Cega se lako izratuna y = =22 i 2 = 1. To znadi AL = LllA—B), iz
Cega zaklju¢ujemo ‘ |AL|: |AB| =1 4‘.
O



Zadatak 5. Neka su A, B, C'i D vrhovi tetraedra. Neka je T teziste trokuta ABCD i A’
tocka takva da vrijedi

e tocke A i A’ se nalaze sa razli¢itih strana ravnine u kojoj lezi ABCD
e pravac T4 A’ je okomit na ravninu u kojoj lezi ABCD
e duljina |T4A’| je jednaka povrsini trokuta ABCD.

Definiramo vektor v = T4 A’.
Vektore vg,0¢ 1 v definiramo analogno. Dokazite da je

— — — —>_6’

VA + VB + Vo + Up

Rjesenje. Neka su vrhovi tetraedra A, B,C' i D bez smanjenja opcenitosti oznaceni kao na
slici

A

Kako je povrsina trokuta ABCD polovica povrsine paralelograma razapetog s vektorima
7 - © 1. —_ —> —> + —> v . o .
DB i Dif, vidimo da vektore v4,05,v¢ 1 vp mozemo izraziti preko vektorskog produkta. Ako
oznacimo vektore DA, DB i DC redom sa a,b i c, tada imamo

_, bxec ., ¢cxa . _, axb
UA = vp = i vg=
A 9 ) B 9 ) C 9
S druge strane
CBxCA 1 1
p = =—-(b—c)x(a—c)==-(bxa—cxa—bxc+ cxc).
2 2 2
=0
Zbrajanjem posljednjih cetiri jednakosti te koriste¢i svojstvo antikomutativnosti (bxa = —axb)
dolazimo do trazenog rezultata. O]



